Metody numeryczne w zastosowaniach energetycznych

Laboratorium 5 — Catkowanie numeryczne

Obliczanie calek oznaczonych jest waznym problemem numerycznym pojawiajacym si¢ w
szeregu zagadnien fizycznych. Najczgsciej wystepuje w trakcie obliczania pracy, energii,
momentow zginajacych itp.

1. Standaryzacja przedziatu catkowania
Czesto stosowanym zabiegiem przed obliczeniem catki jest standaryzacja przedziatu

catkowania. Polega ona na zamianie dowolnego skonczonego przedziatu catkowania <a,b> na

przedziat <— 1, 1> . Proces ten daje si¢ opisa¢ rOwnaniami:

J:j F(x)dx = j F(&)déE (1)
gdzie:
F(f)zb;af(a;b+b;a§j @)

Zaleta stosowania standaryzacji jest uniezaleznienie sposobu obliczania catki od diugosci
przedzialu zmiennosci zmiennej niezaleznej.

2. Metoda Newtona-Cotesa
Calke doprowadzamy do postaci standardowej wzorami (1 — 2), nastepnie przedziat <— L 1>

dzielimy na n réwnych podprzedzialow i wyznaczamy w punktach podziatu wartosci funkc;ji
F(&). Nastepnie funkcje podcatkowa zastepujemy wielomianem stopnia n—1. Wielomian

ten catkujemy algebraicznie lub stosujemy réwnanie
1 n
J=[F(&dé=Y HF(E) (3)
-1 i=1

gdzie wspotczynniki H, nalezy dobra¢ w zalezno$ci od stopnia wielomianu.

1) najprostszy wariant calkowania otrzymuje si¢ przyjmujac n =2 (tzw. metoda

trapezéw), wtedy

J=F()+F(Q) 4)
2) przyjmujac n =3 otrzymujemy metode Simpsona z regulg jednej trzeciej

J = %[F(—l) +4F(0)+ F(D)] (5)
3) dla »=4 mamy metode Simpsona z regulg trzech 6smych

1 1 1
J= [F(—l) + SF(— E) + 3F(§j + F(l)} (6)

Metode Newtona-Cotesa mozna tez stosowac bez standaryzacji przedziatu catkowania. Wtedy
ogoblnie



J=[ F@dr=b-a)Y H, () )

gdzie
e LED .
]L:njuw4ﬂ£15—i de =74 nf=b-a ®

3. Metoda Gaussa
Catkowanie metoda Gaussa polega takze na zastgpieniu catki sumg iloczynow
wspolczynnikow w, (tu zwanych wagami) 1 wartosci funkcji w punktach &, .

1 n
J=] FE)E =3 wF (&) ©)
he! =
Tym razem jednak punkty & (odcigte) nie sg rozmieszczone rownomiernie w przedziale
<— 1, 1> . Ich polozenie (wartosci) jak 1 wielkosci wag w, trzeba wyznaczy¢ tak, aby wzor (9)
byt spetniony tozsamosciowo dla wielomianu potegowego mozliwie wysokiego stopnia.
F(&)=a,+aé' +a,& +...+a,, &' (10)
Jesli podstawimy rownanie (10) do réwnania (9) i wykonamy algebraiczne catkowanie
wielomianu, to poréwnujac ze sobg wyrazenia przy jednakowych wspdiczynnikach
wielomianu, otrzymamy uktad 2z nieliniowych rownan, w ktérych niewiadomymi beda
odcigte & 1wagi w,(i=1,2,...,n). Naprzyktad dla n =3 otrzymamy uktad rownan
2=w +w, +w,
0=ws + &, + Wi,
2/3= W1§12 + w2§22 + W3§32
0= Wléflz + Wz§23 + W3§33
2/5= W1§14 + W2§24 + W3§34

0= Wlé-gl5 + Wzé?zS + W3§35

(11)

Tabela 1. Odcigte 1 wagi metody Gaussa

n l & =i W, =W
2 1 +0,5773502692 1,0000000000
3 1 +0,7745966692 0,5555555556
2 0,0000000000 0,8888888889
4 1 +0,8611363116 0,3478548451
2 +0,3399810436 0,6521451549
1 +0,9061798459 0,2369268851
5 2 +0,5384693101 0,4786286705
3 0,0000000000 0,5688888889




Przebieg ¢wiczenia
Rozpatrzymy problem numerycznego obliczania catki

4
J:I(x2+sinx+6)dx (12)
-5

Analityczny wynik catki to J=117,9773058. Warto$¢ ta bedzie wartoscig referencyjng dla

uzyskanych rozwigzan numerycznych.

1. Przeanalizuj i uzupehij ponizszy kod dla metody Newtona-Cotesa bez standaryzacji
przedziatu catkowania dla n=3. Poréwnaj kod dla n=1 1 n=2 z wzorami (4-6). Narysuj
wykres funkcji podcatkowej w przedziale calkowania. Oblicz btad metody dla
poszczeg6lnych stopni catkowania.

clear all
close all
% stopien catkowania (n =1, 2, 3)
n = 3;

% liczba podziatu przedzialu catkowania
m = 10;

% dolna granica catki

a = -5;

% gbdrna granica catki

b = 4;

% funkcja podcatkowa

fun = @ (x) x.”2 + sin(x) + 6;

%% algorytm metody Newtona-Cotesa
dx = (b-a)/m;
X = a;

I =1+ (fun(xl) + fun(x2)) * dx/2;

x1l = x;

x2 = x + dx/2;

x3 = x + dx;

I =1+ 1/3 * (fun(xl) + 4 * fun(x2) + fun(x3)) * dx/2;

x1l = ... 0.
K2 = ei e
X3 = .ol
X4 = ..o,

otherwise
error ('Btedny stopien catkowania')

end

x = x + dx;
end
I
Fl = @(x) x.72 + sin(x) + 6;
Q = quad(Fl, a, b)



2.

Przeanalizuj 1 uzupeinij ponizszy kod dla metody Newtona-Cotesa ze standaryzacjg

przedzialu catkowania. Porownaj wyniki uzyskane w poprzednim punkcie dla metody
Newtona-Cotesa bez standaryzacji przedzialu catkowania. Skorzystaj z wzorow (4-6). Oblicz
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3.

ad wzgledny metody dla poszczegolnych stopni catkowania.

ear all
ose all

stopien catkowania (n =1, 2, 3)

= 3;

liczba podziatu przedziatu catkowania
= 10;

dolna granica catki

= -5;

gbérna granica catki

= 4;

funkcja podcatkowa

= 'xx.”2 + sin(xx) + 6';

algorytm metody Newtona-Cotesa ze standaryzacja przedzialu catkowania
= f
= '"((atb)/2 + (b-a)/2 * ksi)'

strrep(f, 'xx', fl);
= strcat (' (b-a)/2 * (', £,")")

metoda trapezdw

i=1;

= eval (f);

i=-1;
eval (f);

=yl + y2

s metoda Simpsona z regula jedne]j trzeciej

pordédwnanie
= @(x) x.72 + sin(x) + 6;

= quad(F1l, a, b)

Uzupehij ponizszy kod dla metody Gaussa ze standaryzacja przedzialu catkowania.

Uzupehnij wartosci & oraz wagi w, na podstawie Tabeli 1. Korzystajgc z wzoru (9) uzupelnij

wyrazenie w petli for , ktora oblicza calke.
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stopien catkowania (n =1, 2, 3, 4)

= 3;

liczba podziatu przedziatu catkowania
= 10;

dolna granica catki

= -5;

gbérna granica catki

= 4;

funkcja podcatkowa

= 'xx.”"2 + sin(xx) + 6';

algorytm metody Gaussa ze standaryzacjg przedziaitu catkowania

rmat long
itch n
case 1
X (1) = 0.5773502692;
X(2) = -X(1);

Y (1) = 1.0;



Y(2) = 1.0;
case 2
X (1) = 0.7745966692;
X(2) = -X(1);
X(3) = 0;
Y(1) = 0.5555555556;
Y(2) = Y(1);
Y(3) = 0.8888888889;
case 3
X(1l) =
X(2) =
X(3) =
X(4) =
Y(l) =
Y(2) =
Y(3) =
Y (4) =
case 4
X(1l) =
X(2) =
X(3) =
X(4) =
X(5) =
Y(1) =
Y(2) =
Y(3) =
Y(4) = ...
Y(5) = ...
otherwise ('Niewtasciwy stopien catkowania')
end
fl = '"((at+b)/2 + (b-a)/2 * ksi)';
f = strrep(f, 'xx', fl);
f = strcat('(b-a)/2 * (',£,")");
I =20;
for i=1l:n+1
ksi = X(1);
I =1+ ... (wzbér nr 9)
end
I
%% pordwnanie

Fl = @(x) x.72 + sin(x) + 6;

a
b
Q = quad(Fl, a, b)

4. Korzystajac z powyzszy trzech skryptow, oblicz catke
4
J=[(1=x—4x"+2x")dx (13)
-2

Narysuj wykres funkcji podcatkowej, poroéwnaj wyniki metody Newtona-Cotesa ze
standaryzacja i bez standaryzacji. Wyniki z metody Newtona-Cotesa poréwnaj z wynikami
uzyskanymi za pomocg metody Gaussa.



