Metody numeryczne w zastosowaniach energetycznych

Laboratorium 14 — Rownania rézniczkowe — Simulink

1. Przyklad — matematyczna teoria epidemii.
Waznym zastosowaniem teorii systemow dynamicznych w dziedzinie biologii i medycyny
jest matematyczna teoria epidemii. W ramach tej teorii zaktada sie, ze istniejg dwie istotne
klasy osobnikoéw w calej populacji:

e osobnicy zdrowi, ale wrazliwi na zachorowanie (oznaczeni jako x,),

e osobnicy zakazeni (chorzy, oznaczeni jako x, ).
Choroba jest przenoszona przez bezposrednie kontakty pomigdzy przedstawicielami
pierwszej i1 drugiej grupy. Przyjmuje si¢, ze osoba zarazona chorobg umiera albo odzyskuje
zdrowie, uodparniajac si¢ réwnoczes$nie na dang chorobg. W obu przypadkach osoba traci
swoja wlasciwo$¢ sprzyjaniu dalszemu rozprzestrzenianiu si¢ choroby. Stala czasowa
zanikania liczby osob chorych przyjeto jako a. Stala ta jest rOwna $redniej czasowej trwania
choroby. Niech x,(¢) oznacza populacj¢ osobnikéw zdrowych, ale wrazliwych na zarazenie,
natomiast x,(¢) — populacj¢ osobnikéw juz zainfekowanych.

Jesli przyja¢, ze kontaktowanie si¢ osobnikow obu grup jest proporcjonalne do
iloczynu x,x,, to mozna przyjaé, ze szybkos¢ rozpowszechniania si¢ choroby (wzgledny
przyrost chorych w czasie) jest proporcjonalna do iloczynu x, 1 x,, czyli bxx,, gdzie
wspolczynnik b jest pewnym parametrem procesu. Mozna go nazwaé wrazliwoscig osoby
zdrowej na zarazenie chorobg. Ponadto przyjeto zatozenie, ze osobnik chory umiera albo
zdrowieje, stajac si¢ odpornym na powtdrne zarazenie, co powoduje, ze przy ograniczonej
populacji wzrastajaca liczba zarazonych zmniejsza podatnos$¢ grupy na dalszy wzrost liczby
zarazonych. Wszystkie te postulaty mozna ujag¢ w formie rownania rézniczkowego,
opisujacego zmiang populacji osobnikéw chorych, mogacych przenosi¢ dalej zakazenie:

dx,
dt
w ktorym wspotczynnik a jest parametrem zwigzanym ze $rednig stala czasowg trwania

= bx,x, —ax, (1)

choroby.

Na stan populacji osobnikéw zdrowych, ale wrazliwych na zarazenie, wpltywaja nie
tylko kontakty z populacja osobnikow zarazonych, ale réwniez uodporniajacy wplyw
szczepien ochronnych. Szczepienia ochronne wykonane na poczatku epidemii zmniejszaja
populacj¢ osobnikdw podatnych na zarazenie i maja wplyw jedynie na stan poczatkowy
x,(0), zmniejszajac t¢ warto$¢ o liczbe zaszczepionych. Zmiana populacji osobnikow
podatnych na zarazenie jest proporcjonalna do iloczynu x,x, ze znakiem minus. Odpowiednie

réwnanie stanu dla liczby osobnikéw podatnych na zarazenie moze by¢ wigc zapisane w
postaci:

dx
d_tl =—bx,x, ()



w ktorej sktadnik po prawej stronie odpowiada doktadnie sktadnikowi zawartemu we wzorze
dx, . .
na o ale z przeciwnym znakiem.

Oba réownania reprezentujg rownanie stanu procesu, w ktérym x, 1 x, sa zmiennymi
stanu, a wektor wymuszen u tozsamo$ciowo jest rowny zeru. Sg to roOwnania nieliniowe

uzaleznione od parametréw a 1 b, w ktorych warto§¢ mozna okresli¢ na drodze badan
statystycznych. Rdwnania te mozna zapisac tacznie w postaci:

% =—bxx,
’ &)
dx, a
—==bx,| x, ——
dt ( bj

Z réwnan tych wynika, ze kazda warto§¢ zmiennej x,, przy x, =0 (brak osobnikow
zainfekowanych), stanowi stan rownowagi, w ktorym podatno$¢ na zarazenie (wobec braku
zrodta zarazy) nie ma zadnego wplywu na proces. Z drugiej strony istnienie populacji ludzi
chorych wyzwala proces dynamicznych zmian opisanych podanymi rownaniami stanu. Posta¢
analogowa tych roéwnan, zaprojektowang w programie Simulink, przedstawia ponizszy

rysunek.
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Przyktadowe parametry procesu sg nastepujace:
a=1.65¢-17, b=42e-11
x,(0)=10000,  x,(0)=100 )
2. Model epidemiologiczny Kermacka-McKendricka
Jest to model epidemiologiczny typu SIR. Mamy wig¢c uwzgledniong liczbe osobnikow
zdrowych, podatnych na chorobe (S — susceptible people), liczbe osobnikéw zainfekowanych



(I — infected people) oraz liczbe osobnikow, ktére wyzdrowiaty (R — recovered people).
Podobnie jak w poprzednim modelu, zaleznosci pomig¢dzy osobami zdrowymi,

zainfekowanymi oraz ozdrowiencami, mozemy wyrazi¢ uktadem réwnan rézniczkowych
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Model ten nie uwzglednia rozrodczos$ci i1 $miertelnosci. Gotowy model w Simulinku

prezentuje powyzszy rysunek.

1.

Przebieg ¢wiczenia
Wykonaj w programie Matlab/Simulink model z podpunktu 1. instrukcji. Analizg
przeprowadz dla 90 dni trwania epidemii. WeZ pod uwage fakt, Zze czas catkowania w
Matlabie jest podawany w sekundach. Warunki poczatkowe w Simulinku podaje si¢ w
blokach catkowania lub poprzez zmienng x/nitial (w drugim przypadku trzeba w
Configuration Parameters zaznaczy¢, ze warunki poczatkowe pobiera si¢ ze
zmiennej).
Wykonaj symulacj¢ dla warto$ci parametru b=4.2e—10. Celem skrocenia czasu
obliczen w menu Modeling/Model Settings w zakladce Solver ustaw sztywny czas
kroku catkowania na 1 dobg (tu tez czas jest podawany w sekundach).
Solver Selection/Type/Fixed-step, nastepnie Solver details/Fixed-step size.
Warto$ci w blokach wzmocnien (wspoiczynniki a 1 b) moga by¢ pojedynczymi
statymi lub mozna je podawa¢ w formie wektoréw. Przeprowadz analize wptywu



wspoOtczynnikbw a 1 b na przebieg rozprzestrzeniania si¢ epidemii. Przyjmij
nastepujgce wartosci parametrow:

a=1x10[1.65¢ 7]

b= [le—ll; 2e—11;3e—11;4e—11;5¢—11;6e—11; 7e—11;8¢—11;9¢e—11; IOe—ll]

a=[le=7;2e~7;3e~7;4e—7;5¢e 7, 6e—7;Te—T;8¢~7;9¢—7;10e — 7]

2)
b=1x10[4.2¢—11]

3) a=[le~7;2e~7;3e~7;4e—7;5¢e~7;6e—7;Te—T;8¢—7;9e—7;10e — 7]
b=[le-11;2e—11;3e—11;4e—11;5¢—11;6e—11; 7e—11;8e —11; 9e —11;10e — 11]

Zwigksz czas analizy do 200 dni trwania epidemii.

. Wykonaj w programie Matlab/Simulink model Kermacka-McKendricka zgodnie z
rysunkiem z podpunktu 2. instrukcji. W tym przypadku populacj¢ bedziemy traktowac
w liczbie wzglednej, mianowicie: 1 — pelna populacja.

Na wstepie musimy okresli¢ czas obserwacji epidemii oraz typ solvera. W tym celu
kliknij PPM na element Scope, wybierz Block Parameters (Scope). Nastgpnie
View/Configuration Properties 1 dla warto$ci Sample time wpisz 1/(3600*24). Kliknij
OK.

Nastepnie w oknie Simulinka ze wstazki na gorze wybierz Modeling/Model Settings,
ustaw Stop time na 30, typ solvera zmien na ode45. Czas obserwacji to 30 dni. W ten
sposob bedziemy mogli go w tatwy sposob zmienic.
Przyjmij nastgpujace warunki poczatkowe:

e liczba 0s6b zdrowych, podatnych na chorobg — S =0.4

e liczba osob zainfekowanych — 7 =0.5

e liczba osob, ktore wyzdrowiaty — R =0.05
Pozostale wartosci wspdlczynnikow przyjmij tak jak na rysunku. Dalsza cze$¢
¢wiczenia jest bardziej indywidualna — nalezy sprawdzi¢ wptyw wspotczynnikow a,
b, 1 c naprzebieg rozprzestrzeniania si¢ epidemii. Napisz wnioski.



