Metody numeryczne w zastosowaniach energetycznych

Laboratorium 7 — Rozwigzywanie rownan rézniczkowych zwyczajnych

1. Problem poczatkowy
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Szczegdlnym przypadkiem problemu poczatkowego jest réwnanie rdézniczkowe rzedu
pierwszego z warunkiem na niewiadoma funkcj¢. Rownania wyzszych rzedow sprowadza si¢
do réwnania rzedu pierwszego i rozwigzuje niezaleznie
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Metody numeryczne pozwalaja na wyznaczenie zbioru wartosci dyskretnych funkcji
niewiadomej y = y(f) poczawszy od punktu poczatkowego ¢,. Zbior par (¢,,y,) wyznacza si¢
za nastepujacych zaleznoS$ci (dla weztow rownoodlegtych ¢, —¢, =t —t, | = h = const)

t,=t+h=t,+ih

3 ti+1 _ _ (4)
Vi =Y+ [ fO 0=y, + Ay, yy=y(t,)
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Catke oznaczong przez Ay, oblicza si¢ numerycznie na rézne sposoby:

1) metody jednokrokowe (warto$¢ delty zalezy tylko od jednego kroku wstecz)
2) metody wielokrokowe (warto$¢ delty zalezy od kilku punktow wstecz)

Inna klasyfikacja dotyczy tzw. jawno$ci metody. Wzor (4) dotyczyt jawnych metod — wartos¢
V., liczona jest na podstawie znanych wartosci funkcji danych lub obliczonych wczesniej w

poprzednich punktach. Inng grupe stanowig metody niejawne gdzie wartos¢ y,,, zalezna jest

od siebie samej poprzez delte Ay,. Oblicza si¢ ja stosujac metody iteracyjne startujace z
(0)

wstepnego okreslenia wartosci y;,; znanego z metody jedno- lub wielokrokowej otwartej

(jawnej).

Metody jawne:

1) metoda Eulera

2) metoda punktu srodkowego

3) metoda Rungego-Kutty (w wielu wariantach)

Metody niejawne:
1) metoda trapezow
2) metoda Adamsa-Bashfortha-Moultona



Przebieg ¢wiczenia

1. Napisz skrypt implementujagcy metode¢ Eulera oraz rozwigz ponizsze rownanie dla
podanych warunkow:
dy 0.8¢
— =4 -0.5 5
” y )
Warunek poczatkowy: y(0) =2.Przyjmij krok 2=1.
Wz6r opisujacy metode Eulera:

yi+1:yi+f(ti»yi)'h (6)

Schemat dla pierwszego kroku:

y()=y(0)+ £(0,2)-1 (7)
gdzie: y(0) =2 jest warunkiem poczatkowym, f(0,2) to prawa strona rownania (5)

£(0,2)=4€"*" -0.5-2=3 (8)
A zatem

y(1)=2+4+3-1=5 9)
Rozwigzanie Sciste

y= %(eo.& _e—O.St)+ 2705 (10)
Dla t=1

4 0.81 —-0.51 —-0.51
y=§(e — e )42¢7% = 6.19463 (11)

Wyznacz y metoda Eulera dla t =0 do #=10. Poréwnaj otrzymane wyniki z rozwigzaniem
Scistym danym wzorem (10). Narysuj na jednym wykresie rozwigzanie otrzymane metoda
Eulera oraz otrzymane metoda $cisla. Oblicz btad wzgledny & dla kazdego kroku i wykresl
jego wykres. Uzupetnij ponizszy skrypt o wzdr implementujacy metode Eulera (6) oraz wzor
na btad wzgledny dla kazdego kroku.

clear all
close all

y exact = @(t) 4/1.3 * (exp(0.8 * t) - exp(-0.5 * t)) + 2%exp(-0.5*t);
h =1;

y(l) =2

N = 4;

y ex(l) = y exact(0)

t = 0:h:N

for ii = 1:N

f = @(t,y) 4*exp(0.8*t) - 0.5*y;

y(ii+l) = %% WzZOR IMPLEMENTUJACY METODE EULERA
y ex(ii) = y exact(ii-1);

epsilon(ii) = %% WZOR NA BEAD WZGLEDNY

end

%% WYKRESY




2. Rozwiaz réwnanie (5) metoda punktu srodkowego

Wz6r rekurencyjny:
Via =Yia + [ (&, 5,)-2h (12)
Metoda ta jest metoda dwukrokowa, gdyz wartos¢ y,,, zalezy od dwoch poprzednich

wartosci y,, 1 y,.

1

W zwigzku z tym wymaga zastosowania procedury startowej dla

obliczenia y,. NajczeSciej przyjmowanym sposobem rozpoczgcia obliczen jest sekwencja

wykorzystujaca metode Eulera:

¥, = y(a) —warunek poczatkowy (13)

V=Yt f(ty,y0) h (14)

Yia =Yia +f(@;,y,)-2h (15)
Krok 1.

(1) = p(0)+ £(0,2)- 1=2+3-1=5 (16)
Krok 2.

$(2) = p(0)+ £(Ly(1)-2h =2+ (4¢" —0.5-5)-2-1=14.80433 (17)

Skorzystaj z powyzszych obliczen i zmodyfikuj kod implementujacy metode Eulera tak, zeby
byl realizowany algorytm metody punktu Srodkowego. Wyznacz y dla +=0 do ¢#=10.
Poréwnaj otrzymane wyniki z rozwigzaniem $cistym danym wzorem (10). Narysuj na jednym
wykresie rozwigzanie otrzymane metoda punktu $rodkowego, metoda $cista oraz metoda
Eulera. Oblicz blad wzgledny ¢ dla kazdego kroku 1 wykresl jego wykres.

3. Metoda Rungego-Kutty w wersji klasycznej (metoda czwartego rzedu)
Celem rozwigzania rownania (5) konieczne jest obliczenie czterech wartosci posrednich

kl :h'f(tnyi)
1 1
kz :hf ti+5h, yi+5k1

| (13)
ky=nh- f(l+ h, y’+2kj
=h-f(t, +h, vy, +k,)
Wtedy.
Yin ZJ’i+é(k1+2k2+2k3+k4) (19)

Uzupelnij ponizszy skrypt o wzory opisujace metode Rungego-Kutty. Poréwnaj btedy
wzgledne wszystkich metod rozwazanych w instrukc;ji.

Wykresl na jednym wykresie bledy wzgledne metody Eulera, metody punktu $rodkowego
oraz metody Rungego-Kutty.



clear all
close all

y exact = @(t) 4/1.3 * (exp(0.8 * t) - exp(-0.5 * t))
h =1;

y(l) = 2;

N = 10;

f = @(t,y) 4*exp(0.8*t) - 0.5*y;

for ii = 2:N

kl = %% wzdbr na kl
k2 = %% wzdbr na k2
k3 = %% wzdbr na k3
k4 = %% wzbdbr na k4
y(ii) = %% wzdbdbr na y metoda Rungego-Kutty
y ex(ii) = %% obliczanie rozwiazania $cistego
epsilon(ii) = %% wzdr na biad wzgledny
end
figure
plot(1:N, y(1l:N), 'Linewidth', 1.5)
hold on

plot(1:N, y ex(1:N), 'LineWidth', 1.5)

+ 2%exp (-0.5*t);



